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2.1 Egquations de Cauchy-Riemann et de Laplace

Dr. Sylvain Bréchet

Fonction complexe : ol z = x + 1y € C dérivable en 2

f(z)=[f(z+iy) =u(z,y)+iv(z,y) (2.1)
Dérivée : fonction complexe : les limites commutent
df (z) _ .. Af(z) _ . Au(z,y) +i1Av(z,y)
— — 2.2
= AT Az A A T Ar Ay (2:2)

Premiére approche : premierement Ay — 0 deuxiemement Ax — 0

) gy (Bule) , Sole)) _Ouey) , 2oe)

dz Az—0 Az T Ax ox ox

(2.3)

Deuxieme approche : premierement Ax — 0 deuxiemement Ay — 0

O _ gy (20 fulg)) Sy Sy

— 2.4
dz Ay—0 0y ! 0y (24)

Ay Ay

Equations de Cauchy-Riemann : fonction holomorphe (dérivable)

(2.5)J
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2.1 Egquations de Cauchy-Riemann et de Laplace

@ Théoreme de Schwarz :

8%u (z, ) B 0%u (x,y) ot 0%v (x, 1) B 0%v (z,y) (2.6)
ordy  Oyox Oxdy Oyox :

@ Dérivées partielles : équations de Cauchy - Riemann

Ou(r,y)  0v(xy) Fu(r,y) 0 u(z,y)

o2 O oy - Oy Ox oy?
524 (z,7) - 52w (z,7) - O%u (x,y) _ O%v (z,y) (2.7)
o2 Ox Oy Oy Ox dy? |

e Equations de Laplace : a 2 dimensions (parties réelle et imaginaire)

(2.8)

2 Analyse complexe 4 /24

Dr. Sylvain Bréchet




2.2 Théoreme et formule de Cauchy

@ Théoreme de Cauchy : intégrale d'une fonction complexe holomophe
f (2) sur un chemin fermé (contour) C

(2.9)J

e Démonstration : (2.10) fonction holomorphe f (2)

]{f(z) dz = 7{ (u +iv) (dx + idy) = 7{ (udx — vdy)%—z’j{ (vdx + udy)
C C C C
e Théoreme du Stokes : (2.11) v = (vz,v,), ds= (dz,dy), C=0A

j{v-ds:%(vxd:c—kvydy):/ (V xv)-dA = /(%— 6%>da:dy
C C

o Stokes et Cauchy-Riemann : 1% intégrale : v, = u et v, = —v

ov  Ou
_ — _ — 2.12
]i(u dr — vdy) /,4 <8x ay) dr dy =0 (2.12)

e Stokes et Cauchy-Riemann : 2° intégrale : v, =v et v, = u

ou ov
_ _ dy = 1 (2.1
i(vdw%—udy) /A<8:1: 0y) dx dy = 0 (2.13)
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2.3 Série de Laurent

o Intégrale : f (z) analytique dans C et zp € intC et z = 2y +re? (2.16)

27 10
A . Zo + Tre
(2) dz = lim f( L ”
cZ— 20 r—0 Jq re’

2m
) ire'? d = f(zO)i/ do (2.17)
0

e Formule intégrale de Cauchy : f (z) analytique dans C et zg € intC

(2.18)J

@ Série de Laurent : f (z) analytique dans C\ zy autour de la singularité zg

(2.19)J

o Intégrales : n# —1 et n=—1: etz €intC et z=2+re?? (2.16)
2r ei(n—l—l)@ 2m
y{ (z — 20)" dz = ir™ / e ntl g — prtl =0 (2.21)
C 0 n —+ 1 0

B d 27T
(2 — 20) "dz = S, df = 2mi (2.22)
C C <~ <0 0
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2.4 Théoreme des résidus

o Intégrale d’une série de Laurent : (2.19) — (2.22) donne (2.23)

= dz
z)dz = Qn, z— 20)'dz=a_ j{ = 2mia_
$rea= Y and G- ) e 1

n=—oo

@ Pole simple : de f(z) en z = 2y : petit degré non-nul n = —1
(z— 20) f(z) =a_1+ag(z— z0)+a1(z— 20)° +... (2.24)

@ Résidu d’un pole simple : de f(z) en z = 2z

(2.25)J

@ Pole d’ordre n : de f(z) en z = zp : petit degré non-nul —n

(z— 20)" f(2) =acn+...4a_1(z— 20)" "Hao(z— 20)"+...(2.26)

@ Résidu d’un pole d’ordre nn : de f(z) en z = zg

(2.27)J
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2.4 Théoreme des résidus

e Fonction singuliére : f (z) avec n singularités {21, 29,...,2,}

> Rez ==z

@ Théoreme de Cauchy : contour C UCy U ... UC,, orienté dans le sens
trigonométrique dans la limite ou la largeur des n branches tend vers zéro

]{f )dz + le( )dz + . ]{f (2.28)

Le contour extérieur C est orienté dans le sens trigonométrique et les
contours intérieurs Cq, ..., C,, sont orientés dans le sens horaire.
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2.4 Théoreme des résidus

@ Théoreme de Cauchy :

]if(z)dz:— FCEEN ]{f (2.29)

@ Intégrale de la série de Laurent : autour de la singularité z; : contour
Cj. orienté dans le sens horaire

f(2)dz=—2mia_1 1 = —27i Res f(2) (2.30)

Z=Z
Le signe — est dii a |I'orientation des contours C; dans le sens horaire.

@ Théoreme des résidus : de f (z) en {z1, 22, ..., 2, } singularités : poles

(2.31)J
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2.5 Potentiel électrostatique dans un conducteur cylindrique

@ Cylindre conducteur creux : rayon R et longueur infinie

z

14
(D 2
-

i
N qﬁ__v
9

@ Potentiel électrostatique : surface conductrice
( V
b =— si *+y?=R?* et y>0

¢:< 2V
¢+:—§ si. 24+ y?=R? et y<O0

(2.32)

\
@ Equation de Laplace : a l'intérieur du cylindre : fonction harmonique

(2.35)J
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2.5 Potentiel électrostatique dans un conducteur cylindrique

@ Cylindre conducteur creux : rayon R et plan en coupe

-
v <

@ Potentiel électrostatique : partie réelle d'une fonction analytique

(2.36) |

@ Inversiondu cercle : z — 1/z si |z] <1 alors |1/Z| >1 (2.38)
- 1 1 | B
L = ’Z‘ 619 alors - = —F e 10 (239)
z |z e—i0 |2|
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2.5 Potentiel électrostatique dans un conducteur cylindrique

e Formule intégrale de Cauchy : |z| < 1 : intégrant singulier

z —L f(w) dw 2.40
f2) ﬂ| (2.40)

271 LW — 2

@ Théoreme de Cauchy : |1/Z| > 1 : intégrant g (w) analytique

]{M:lg(w) dw = 7{@0 f(wé dw =0 (2.41)

=1 W =

@ Théoréme et formule intégrale de Cauchy : (2.40) — (2.41)

1 1
PR N S {1 S B QR A U I
210 Jjpj=1 W — 2 2m0 Jjpj=1 w — 3
1 w w dw
= — — 2.42
271 |w|:1f(w> (w— < w — i) w ( )
e Changement de variables : représentation polaire (module unité)
- d
w=e"™ alors @~ ida (2.43)

w
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2.5 Potentiel électrostatique dans un conducteur cylindrique

o Représentation intégrale : (2.43) dans (2.42)

1 27 . e i et
f(z):% ./0 f(e™) (em T )da (2.44)

— — 1
o Potentiel électrostatique : cavité cylindrique : intérieur (2.45)
1 27 . e b e i
oo =Ref () =g [ Ref(e) (i - S i)da
@ Potentiel électrostatique : surface conductrice
( V
_ Q5_|_ = — SI « € (O, 7T)
6=Ref(w)=Ref(e) =4 " 2y (2.46)
¢ = — 5 Si « € (7'(', 27'(')
o Potentiel électrostatique : (2 46) dans (

2.45)
1 "V e
Cb(%y)—%/o;(em_z )

1 27‘(’
LTV (e da (2.47)
27 2 \e@ — 2 et

70

NIl

W=
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2.5 Potentiel électrostatique dans un conducteur cylindrique

@ Potentiel électrostatique : remis en forme

471

¢($’y) _ L OW (d(e'?fa — Z) d(e’ba _ Z)) .

27 o o 1
L (e s,
o < et — E

e ldentité logarithmique :

ln(—Ze'

i) —In (Z €i<a+w>) —1n(2) +i(a+m)
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2.5 Potentiel électrostatique dans un conducteur cylindrique

o ldentité logarithmique : avec (2.48)

1 — e @y 1 — e @y
ln(1 . %>:ln ( — (2.49)

:111( e'a Z)+ln(—,§ew‘):1n< € Z>+1n(z)+i(a+w)

1 — etaz

@ Deux logarithmes : évalués aux bornes
1— et z\1" 1— e t@z\1"
1 = |1 . ' o
(), = ()] it
1 1 — 1 1— 2z
— In +’i — In f +i(2r — ) =1In (Jri)( ?) + 7,
142 1— 2 (14+2)(1— 2)
| 1— e~ 2\1°7 | 1 — e "y 27T_|_
n = | In .
1— el _ l—ez )|
1— 2 142 . (1—2)(1+2) .
=1 — 1 3m — 2m) =1 :
”(1—2) “(Hz)“(” ™ “((1—z><l+z> o

Dr. Sylvain Bréchet

(@)
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2.5 Potentiel électrostatique dans un conducteur cylindrique

e Différence entre les logarithmes : évalués aux bornes

lln(l_e_. _Z)] — lln
1l — e @z 0

1 — e @y o
1 — etxz _

(4350

(1+2)
(At -2 () (1 )
- (( ) )2> . <(1+2)(1—z>>

@ Potentiel électrostatique

: (2.47) dans (2.51) donne (2.52)

¢ (2, y) = % ([m(ll_ ::

iaz T 1_6—1'042
1), (=)
z/ 4o - ¢ z

_Lln((lan)(l

271 (1+2)(1

Dr. Sylvain Bréchet
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2.5 Potentiel électrostatique dans un conducteur cylindrique

e Changement de variable : intérieur du cylindre |z| < 1

z=re?¥ et z=re ¥ (2.53)
Z—Z:r(ew—e_w):%rsin@ (2.54)
o Potentiel électrostatique : coordonnées polaires (2.55)

271 1— 72— 24rsinf 708 1 — 4 217“_817{129

1 — 2 23 in 6 1 1_|_,L2’I”‘SII129
b (r.0) = Lln( ré 4 Z’TSI.II ):V2,ln< T— >
i

e ldentité remarquable : démontrée en annexe

27sin 6 1 1—|—22T8m9
arctan (ﬁ) = 2_7/ In (1 B 2T81n9> (256)

2 1— r2
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2.5 Potentiel électrostatique dans un conducteur cylindrique

o Potentiel électrostatique : coordonnées polaires : r < 1 et 6§ = (0, 27)

(2.57)J

@ Changement de variable :

:L‘+z'y_ i0

=0 re'” =rcosf +irsind (2.58)
2 | 2
r? = |z]? = % et rsinf = % (2.59)

o Potentiel électrostatique : coordonnées cartésiennes : 2 + y? < 1

(2.6())J
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2.5 Potentiel électrostatique dans un conducteur cylindrique

e Potentiel électrostatique : coordonnées cartésiennes : z° 4 y? < 1

|4 2Ry
¢ (x,y) = — arctan <R2 — 3 2) (2.60)

s
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2.5 Potentiel électrostatique dans un conducteur cylindrique

o Représentation intégrale : (2.42)

Fz) = QLM @ (wwf) sz) y d;“ avee |22 =23
1 y 2|2 — 1 dw
=5 |w|:1f( ) oG- w (2.62)

@ Changement de variables : z dans le cercle unité et w sur le cercle

. | d
z=re® et w=e"™“ alors @ ida (2.63)

w

@ Représentation intégrale : cercle unité

f z‘@)_l 27Tf(7;a) 1— 72 d
(re®) = o J, © ) (eia — rei) (e—ia _ pe—io) O
| 1— r?
T or 0 f(e®) 1472 — r(eif0—a) 4 ¢—il0—a)) der
| 1— r?
~or f(e™) 1+7r2— 2rcos(f — «) der (2.64)
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2.5 Potentiel électrostatique dans un conducteur cylindrique

o Intégrale de Poisson : partie réelle de la représentation intégrale (2.64)

. 1 [ .
Ref (re”) = oy /0 Re f (e*¥) P, (0 — ) da (2.67)

@ Noyau de Poisson :

(2.66)J

@ Intégrale de Poisson : r — 1

2
Re f (ew) = /0 Re f (e*®) % P (0 — a)da (2.68)

@ Intégrale de Poisson : lien avec les distributions

Re f (e”) = /0 ' Re f (e")d (0 — o) da (2.69)

@ Distribution de Dirac : noyau de Poisson normalisé

(2.70)J

2 Analyse complexe 21 /24

Dr. Sylvain Bréchet




2.6 Théoreme des résidus et loi d’Ampere

Dr. Sylvain Bréchet

Circulation du champ magnétique auxiliaire : contour circulaire C de
rayon R : orientation trigonométrique

i _j[H ]{H Vs = | H(RRM  (@7)

Changement de variable : plan complexe

z=Re"? ainsi  dz=iRe®df) et Rdf=—ie Pdz (2.72)

Champ magnétique auxiliaire : plan complexe : définition

H(z)=H(R)e (2.73)

Circulation du champ magnétique auxiliaire : plan complexe

FH:—i%H(z)dz (2.75)
C

Théoréeme des résidus : |2 | < |z|=R Vk=1,...,n

jqu( dz = 2mi Z Res H (z) (2.77)
C

Z=Z
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2.6 Théoreme des résidus et loi d’Ampere

@ Circulation du champ magnétique auxiliaire : plan complexe

[y =2r ) Res H(z) (2.76)
e Z=Z
@ Résidus : courants enlacés : définis positifs sortants et négatifs entrants
I, =27 Res H (z2) =27 lim (2 — 2i) H (2) (2.74)
Z=Z A AN

Les points d'intersection z; entre les courants électriques I;. passant a
I'intérieur du chemin C et le plan complexe sont des pbles simples
(singularités) du champ magnétique auxiliaire H (z).

@ Circulation du champ magnétique auxiliaire : plan complexe

FH:—i]{H(z)dz:%rzn: Res H(z):ilk (2.78)
¢ k= k=1

Z=Z

@ Loi d’Ampere : théoreme des résidus appliqué a la magnétostatique

(2.79)J
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Identité remarquable

Dr. Sylvain Bréchet

Identité :
arctan (y (r)) = arctan (tanz) = x (2.80)

Dérivée de l'identité :
darctan (y (x)) darctan(y(x)) dy (x)

= =1 2.81
dx dy () dx (2:81)
Dérivée de I’arc tangente : (2.82)
darctan (y (x)) (dy(x)) 1_ dtan (x)\ 1_ 1 B 1
dy () -\ dx B dx ~ 1+tan?(z)  1+9y2(2)
Fraction : décomposition en éléments simples
1 1 1 1
= = — + : (2.83)
1+y2 2 \1+iy 1— dy
Identité remarquable : avec arctan (0) =0
(e [ 5)
arctan (r) = = — + 2.84
(=) /0 1+ y? 2 \Jg 14y 0 1Y ( )

= (i)~ (1~ iw)) = 1 (1”.$>

21

21 1 — ix
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